BAC MATH | Mémoire de COMPLEXE

1
: ST A A e | 8 e SRy
Nombres Remarguables : =g 1+d*=2i| (1-9) - i l ]

Forme Algébrigue, Trigonométrique, Polaire et Exponentielle : VzeC* ona:
= x + iy =r(cosf +isin@) = [r,0] = r.e'®
avec :7=|z|=,/x*+y*=0M ; cosf =§ et sinf =% et 0 = (#,0M )[2n]

Construction du point M: si M d’affixe z = x + iy alors M(x,y) dans (0,4, V)
si M d'offixe z=1.¢'% alors M = Z0,r) N[ OT) telque (,0T) = 6 [2x]

n t X
Nombres Remarquables: @ 1=¢° @ i=e'7 O-1=¢" @O-i=e'z

: .z __ a+ib _ (aad +bbr ba’ — abr
Formule utile du Rapport . : e ey o e e ) 4§ e BT )
Conjuqué : Z=x — iy Module : |z| = {x* +y*
Théoréme Propriétés '
Théo: 2z est réel <> 2= Z ou Im(z) = 0
Z imaginairepur <> z = —Z ou Ré(2) =

Théorémes: @ z € Ry, = arg(z)=0[21r] @ zeR' = arg(z) =n [27]
© z c iR, => arg(z)=>[21] O zeiR: =—> arg(z)=—"[2n)
Affixe d’un Vecteur : aff(ﬂf) = Zp— Z,4 Distance : AB= |Zg- Z |

propriétés : * U =V <= aff(U) = aff(V)

*aff(a U+ ﬁV ) =a aff (U) + Baff({V)
Angle Orienté: (u AB) arg (zg- z)[2n] e t ‘ o ,

m ﬁ‘ma? = .n ,g,,
i la form Ex tiell
O (r.e’)(r'.e?) = rr,-e‘(ﬁg) o (r e‘a)n = rheiné © r—}i'? =le-io
ik s . r
rr.:: z = .:.,et 0~ 6) BT & 1 ar® i
Propriétés des Arguments :

Qarg (15) =—arg (z)[2n] @ arg(z.z)=arg(z) + arg(z’) [2n)
©Oarg (—z-) =—arg (z)[2n] O arg (;'-) =arg(z) — arg (2" [2n)

© arg[2) = n.arg(z) 2n] O arg(k.z)= m%lﬁ i‘”;c Z g




i0

-0 ..
Formules d'Euler: el® + ¢7!1® =2c0s0 et €'’ — e =2isin@

5 x i £
Formules Magigues : 1 + e*= 2 cos (’—;—) ez et 1—e”*=—2isin (g) e’z

Formule de Moivre : (¢! *)" = ei"* <> [cos(x) + i sin(x)]" = cos(nx) + i sin(nx)

Racines Carrées: Soit Z = a + ib :donné X +y =2l =\a* + b?
et z=x+iy :racinecarrée { ona alors x2-y2 =Ré(2) =a
de Z si et seulementsiz?=2 signe [xy] = signe [b]

: . 0\ 2
Cas Particulier: Soit r€]0,+» [ ;Ore”’:(\/F : e‘z) :

@r=[ @ -r=[ivi’ eir=[J§(1+i)]2e~ir=[ﬁ-(l—i)]z

Racines éniémes : Soit Z = p.e'™ €C* : un nombre complexe donné

a 2k

xr alors Zp=3/p -e!(n"' n

avec k€{0,1,..,(n—1)}
Propriétés : O vVn>2, sz =0 @sinpair alorsles z, sont opposées 2 a2

© les points M, (z,) forment, dans le plan complexe, un polygone régulier
a n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon '{/';—) .

. 2m
Définition de j : j est une constante complexe définie par: j=e'3 = —% o+ i?

z =71e': racine énitme de Z & {

Propriétés: @ j° =1 Bj2=)= f ©j2+j+1=0
Equation de 2°" degré : [E) : az’+bz+c=0 avec az0

N el = " 70
= b’— 4ac=(6)? dout Z' =-— B o« 2 8 0

2a s

b

Osia+b+c=Oalors{.

_qw&n_d.ei_deué: Soit (E): @z +bz* +cz+d=0 /a#0
Pour résoudre I'équation (E) il faut établir les 3 étapes suivantes :

1_“_’_@@ : Déterminer la racine évidente z, soit { jzn?l‘,f:;teﬁi::%c?tj?f Szd ;e l_éznc:ncé_?l]l

2'™ étape : Factoriser (E) sous forme de (z — z)(az® + bz +¢) =0 ou a, b et ¢ :sont trois
complexes a déterminer par développement puis identification.

3°™ étape : Résoudre alors (E)




Rappels Utiles pour le Complexe

Barycentre :

Définition: G barycentre de (A ,a ) et (B, p) <= aGA + ﬂﬁf = 0 avec o+ B#0
Théoréme Y M c P on a :aMA + BMB = (a + B)MG .

Adresses E ;.;{Fﬁﬁet BG = ;{—pﬁ

Ensembles des points dans le plan :
D (MA, MB)=o [7]

1cas: sia=0 alors MA et MB sont colinéaires ==> M décrit la droite (AB)

2°cas: sia =§ alors MA 1 MB ==> Mdécrit le cercle de diamétre [AB]

3°cas: sia ;tif, ==> M décrit le cercle % passant par A et B privé de Aet B,
tangent en A a la $droite (AT) telle que (ﬁ - /Té) =a [n].

P50 Ml

1 cas  sio =0 alors MA colinéaire 8 MB de méme sens ==> M décrit (AB) \ ]AB[

—_

2% cas - sia.=m alors MA col & MB de sens opposés ==> M décrit le segment [AB]

3cas:sia =2 ==> M décrit I'arc (BA) du cercle de diamétre[AB]
4% cas ' siou=—= ==> M décrit I'arc (AB )du cercle de diamétre[AB]

—_—

“cas: sik =1 alors MA = MB == M décrit la méd[AB]

1

2 cas: sik #1 ==> M décrit le cercle de diamétre le segment [1]] tels que :
I: bpp (A, 1)et(B;k) et ]: bpp (A1) et (B,—k).

Les lignes de Niveaux :




Nombres Complexes Particuliers :

—» Im(z) =

[ S T=x

_j—sz eR .= arg(z) =0[24

—> arg(z) =
_l+ zeR._=arg(z) = n2
—» Ré(z) =

Z imag. pir——> Z = —Z

zeiR, = arg2) = %[Zx]

C|

—» arg(z) = 2 [~
zeiR.=arg(2 512'5[21]

Conditions Nécessaires et Suffisantes pour les fiqgures géométrigues

I) Les Triangles II) Les Quadrilatéeres
1) ABC isocéleen A &= AB = AC 1) ABCD parallélogramme {ou AB = DC
AxC=B+*D
2) ABC rectangle en A & ABLAC 2) ABCD losange <> ABCD # et [ oy AB=AD
| AC1BD
3) ABC rectangle et isocéle en A < {et AB = ACY 1) ABCDrectangle < ABCD # ct {ou ABLAD
AB1AC AC = BD
AB-:AC:BC AB—AD
4) ABC équilatéral & {ou(ﬁj—é) s i%[Zﬂ'} 4) ABCD carré¢ & ABCD# ct{et TB1AD

Quelgues Formules Trigo. Trés Utiles

‘cos(a + b) = cosa.cosb -

| “ zsz()— e [
‘cos(2a) = 1-2sin*(a)
| . c"’.z_,_._(“») sinz

I =_‘.:‘,.a‘
e IR

r =+va®+ b?

v x eR a.cos(x) + b.sin(x) = r.cos(x — @) avec {Cos p=1et sing = %

Cosinus et Sinus d'un an le: S mtu( ) et ¥ ') et (d,7) = a[27]
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Géométrie & Complexe
1) C=—— P

A) f:P——» P

M(z) —>M'(z') teique Z' — A Z+ D avec a0
1" Cas:sia=1 et b=0 alors f=Idp
2°Cas:sia=1 etb#0 alors f=t; avec zj=b
3 Cas: sia =e'2 1 et b quelconque alors f =R ¢) avec zg = 1—1_’;
m_s,: siae R\{0,1} alors f=hgq,.) avec zg = 1—:;
5% Cas: sia=re'®# 1 alors f=Sq,,e) avec zg = -i-_?i—a—
B)g:P ——» P

M(z) —> M'(z') telque Z2' = A Z + b aveca=0
1°cas: si |a|=1 alors g est -a titre indicatif - un antidéplacement
(on cherchera I'ensemble des points invariants)

2°cas: si|a|#1 alorsg unesimilitude indirecte de rapportk = lal,
de centre Q d'affixe z = :_E:llbz et d'axe A = {_Q_f = k._Q_ﬁ}

1) &y :z=z+23 7) Sowy : 2'=2Z
2) Rine:2 =e'%z + 2z, (1-€'9) 8) Sov) : 2'=—-Z
3) Rioe):z =e'fz 9) So :2 =-z
) S, :Z=-z+22z, | 10) S, ’
5lRiou:Z =kz +2g (1-k) 11) t;0S, } pasde cours
6)Sia,x,0:Z =ke'’z +25 (1-ke'’) | 12) oruen) |
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BAC
MATH

Le COMPLEXE

Nouveau Régime : de 2008 au 2020

aux BAC

Exercice 01 : Bac 2020 - principale - (4 points)
(Complexe + Similitude + Construction)

On munit le plan complexe du repére orthonormé direct (0 , i, ¥)

Dans la figure ci-aprés, (I) est le cercle de centre O et de rayon V2

A, B et C sont les points d'affixes respectives : 1, iV2 et —iv2
Soit Q un point du cercle () d'affixe un complexe a, distinct de

iv2 et —iv2

Q(a)

1) Ondésigne par R le point d'affixe a + a
a) Vérifier que R € (0,1) . Construire R
b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et
Q sont alignés

2) Soit P le point d'affixe ia et M un point d'affixe z non nul
a) Justifier que P est I'image de Q par une rotation que l'on
précisera. Construire le point P

b) Montrer que :
A,P et M alignés <= (it -(la-1)Z=i(a+a)
¢) Montrer que (AP) 1 (ig+1)z+(a—1)z=0

d) Soit H le projeté

e O sur (AP)
On pose Z,; I'affixe du point H. Justifier que Z, = %E:—;:%

3) Soit N le pointd'a

a) Vérifier que N par une similitude que I'on
déterminera

b) Construire le point N

¢) Déterminer |’ quel varie le point N lorsque Q

1) a)Placer les points /,C ,D et K dans le repére R
b) Montrer qu'il existe une unigue similitude indirecte g qui
transforme [ en D et Den K
c) Déterminer le rapport de g
d) Déterminer |'image du triangle /DO

2) Soit M un point du plan et M’ son image par g
On désigne par z et Z’ les affixes respectives de M et M’
a) Montrer que z' = —%(1 +i)Z +1+2i
b) Soit Q) le centre de g. Déterminer I'affixe de 2

c) Vérifier que K est le milieu du segment [Q/]
d) Construire alors le centre Q et I'axe A de g
3) Soith=g°g
a) Montrer que h est une homothétie de rapport %
b) On considére la suite des points (A,),, ¢ y définie par:
Ag=1 et VneN,A,,,=h(4,)
Déterminer et construire les points A, et A,
c)Soit S, = AgAz + AzAs + ...+ Azn 24z,
Montrer que I? suite (S, )nen st une suite convergente
et détermlheF'Sa Iimité

+ Suite)

vé direct R(0 ,11,1),
On considére les poi d'affixes respectives :
1+i,1+2i,2iet3i

Exercice 03 Bac 201 8 - principal- (3 points)

Soit @ un réel non nul. Dans la figure ci-aprés :
*+ # estle cercle » 0 etde rayon 1
o E estle pointde & tel que (ﬁ?’) = 624
» FetG :les points d'affixes respectives —1 et 1+ V2
o [ estle dem1—cen:lwﬂa diamétre [FG]
rﬁq&ﬂon del etlaxe (0,7).

1) a) Vérifier que 0D = 1++2
b) Soit A le point d'affixe z, miy1+/2 .
Vérifier que z, = 0D c‘(“‘). Construire alors le point A



2) On considére dans C I'équation (E) : 22 + el¥z 4 e =9

3
(V1442
a) Vérifier que z, est une solution de I'équation (E)

b) On désigne par B le point d'affixe z; ol zp est la deuxiéme

solution de (E). Déterminer zg
3) a) Montrer que les points 0, A et B sont alignés
b) Placer le point C d'affixe z. = 0D e'?
aff(ac) _ 2 :
aff(aB) ~ 2 (1+0
Déduire que triangle ABC est isocéle et que (ﬁ R) - ;-'[2 P

d) Construire alors le point B.

c) Montrer que

Exercice 04 : Bac 2018 - Contrble - (5 points)

1) On considére, dans C, I'équation (E): z° — (1 4+i)z—i =0
Résoudre I'équation (E). On note z; et z, les solutions de (E)

2) Dans le plan rapporté a un [epéfe orthonarmé direct (0,1, %),
SoitA,B,M; et M, lespointsd'affixes 1, i,z et z,
Soit z un nombre complexe distinctde 1,i, z, et z,

On note M et M’ les points d'affixes respectives z et z' = g
Justifier que les points M et M’ sont distincts
Dans la suite de I'exercice, on prend z = i + 2e'? ou 0 est un réel

3) a) Montrer que M décrit le cercle I' de centre B et de rayon 2
b) Montrerque z' = 1+ie ¢

c) Montrer que AM' =1 otnue (ﬁ,m) = E— a2
i j\{;--'lbrsque M décrit T.

4) Soit P le milieu du segment [MM;j et zp son affixe.

d) Déterminer I'ensemble de:

n
On désigne par Q le point d'affixe z5 = el zp
1+i+2e'%4 1710

a) Vérifierque zp =

L tE4T)

‘ﬁ+§ sin(9+1—'))

b) En déduire que z, = “rﬂi

2

3 1",

5) a) Montrer que lorsque M varie sur T, le point @ varie

2
sur une ellipse E d'équation — ’l?i) =]
b) Dans la figure ci-dessous, le repére (0,1,7)

le cercle I', I'ellipse E, etona placé un point M sur I tel
que (il,BM) = 6[27). Construire le point M’ et Q.

Exercice 05 : Bac 201 7 - Contréle - (4 points)

Soitdans C I'équation (E): z* — G+ z?) g2 1=0

1) a) Justifier que I'équation (E) admet deux solutions distinctes.

(On ne demande pas de déterminer ces solutions)
b) Déterminer z, + z,.

En déduire que les solutions de (E) ne sont pas conjuguées,
On désigne z, la solution telle que |z;| > 1 et z, I'autre solution
On considére, dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct
(0,4,9), lespoints A, B, | et | d'affixes: z,,z,,1 et-1.
2) a) Soit C le milieu du segment [AB].
Montrer que I'affixe du point C est z, = *V;E e"s'r
b) En utilisant la relation (z; — z,)° = (2, + 2,)* — 4z,2,,
montrer que (z, — z,)* = 4(z% - 1)
c) Montrer que (4B ,CI) + (4B ,Cj) = 0 [27]
En déduire que (AB) porte la bissectrice intérieure de [T/

3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle /A/.
On note K le centre de (C) et z I'affixe du point K

a) Prouver que K est le point de I'axe (0,7 ).
On pose zx =iy, ol y estun réel non nul.

b) Soit M un point du plan d'affixe z. ;
lustifier que (M € (C)) équivaut ( |z — iy|> = |1 — iy|?)
c) Enremarquant que z; = ;12-, montrer que B appartient a (C)
4) a) Construire le point € dans le repére (0,1, %).
b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB]
c) Déduire une construction des points et B, les images des
solutions de I'équation (E).

Exercice 06 : Bac 2016 - Principal — (3 points)

On considere dans I'ensemble C I'équation (E) :

1) a)Résoudre t'_iﬁ
On note z; etz les

b) Montrer que :
(2, z; un réel strictement positif) si et seulementsi (8= 5;5)

Dans la suite de I'exercice

2) Vérifier que z, z, = ‘[ )
P

SRR, &
R ]

3) Soit t un réel stricter

On se propose de construire les points M, et M, images de z,
et z, solutions de (E), correspondant au nombre m

Dans la figure ci-aprés, (0,1, ?) un repére orthonormé direct

Bad 4 1

E est le point d'int
avec I'axe (0,7)

a) Montrer que ‘ :
b) En déduire que |m| = OI‘.‘.



" -

o

2) Soit P le point d'affixe z, tel que z, = (1 — i)sinf.e'”’

a) Montrer ueafﬂﬁ): ] =
) q af 7(507) sinf — cosf et calculer

b) Montrerque P est le point d'intersection de (EM) et (FN)

4)

o
=
o
L]
w1

a) Construire le point A d'affixe m

b) En déduire une construction des points M, etM, images des
solutions z, et z, de (E). (On convient que |z;| < |z;])

1)

2)

3)

4)

5)

Exercice 07 : Bac 2015 - Principal - (5 points)

{Complexe + Rotation)
a) Résoudre dans C I'équation (E): z° —2z+4 =10
b) Déterminer une écriture exponentielle des solutions de (E).

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonorme direct
(0,1 ,7), onconsidere le cercle (I') de centre O et de rayon 2
et le point A d’affixe 2.

Placer les points B et C d'affixes respectives Zeig et 2e _ig.

soit 0€ ]—m, ] et M le point de (I') d’affixe 2e".

On désigne par N  (T) tel que (OM,0N) = ;—'[27:]

Justifier que N a pour affixe 2e£(9+ ,ir)

Soit r la rotation de centre A et d’angle E

a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe :
z' = e"’s'!z-f-z—Zeia:'

b) Soit F et K les milieux respectifs des segments [BM] et [CN]
Montrer que r(F) =K

¢) En déduire la nature du triangle AFK

a) Montrer que AF*+4 = 2v/3 cos (9 + %)

b) En déduire 'affixe du point M pour laquelle AF est maximale
et construire le triangle AFK correspondent.

Exercice 09: Bac 201 2- Contréle (4 points)

Soit a un réel strictement positif

1) Résoudredans C I'équation:2* — (1+i)az+ia*=0

2)

3)

Le plan rapporté a un repére orthonormé direct (0,1, ),

Soit A et B les points d'affixes respectives a et ia

a) Quelle est la nature du triangle 0AB ?

b) Déterminer I"affixe du point C tel que OACB soit carré
Soient P et @ les points tels que les triangles OAP et AQC

sont des triangles équilatéraux de sens direct.
T : A BT
a) Montrer que I'affixe de P est égale a (5 + l?) a

b) Calculer I'affixe du point @

c) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.

Exercice 08 : Bac 201 3-Principal (3 points)

Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé direct (0,i,1),

Soit les points E et F d'affixes respectives 1 et i

On considére par %, et & les cercles de centres respectifs E et F

et de méme rayon 1,
Soit 8e[0,27[ et les points M et N d'affixe 1+ e?eti(l+e'l)

1) a) Calculer aff(EM) et aff (EN)

b) Montrer que, lorsque 6 varie dans [0, 2r [, M varie sur ¢}
et N variesur % '
¢} Montrer que les droite (EM) et (FN) sont perpendiculaires

-_—

Exercice 10 : Bac 2011 - Principal (6 points)

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (0,1, ),

On considére le point A d’affixe (—1) et les points M, N et P

d’affixes respectives z, z° et z® ou z € C\{-1,0,1}

1)

2)

a) Montrer que : (le triangle MNP est rectangle en P ) siet
. (142 . - =
seulement si (T est imaginaire pur)

1+z

2 nig
b) On pose z = x + iy. Montrer que — = Xy +x-iy

2+ y

c) En déduire que I'ensemble des points M tels que le triangle
MNP soit un triangle rectangle en P est uncercle (I') de
diamétre [0A], privé des points O et A.

Dans la figure ci-jointe, on a tracé le cercle (I) etona placé un

point M d'affixe z sur (I') et son projeté orthogonal sur (0 ).

On se propose de construire les points N et P d'affixes

respectives z* et z? telsque MNP soit rectangle en P.

b

Y

A

e




a) Montrer que (OM ,0N) = (i, OM) [27]
puis montrer que (ON,0P) = (i, OM) [27]
b) Montrer que OH = OM?

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis
les construire.

2) Si zeC* d'argument T—;alors unargumentde iz est:

-r
a) —

b)

c)

win aia o

Exercice 11 : Bac 2010 — Principal (4 points)

Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0, i, ¥).
On note A le point d'affixe —2

On considére I'équation (E) : 3z° — 2z + 4z 4+ 16 = 0
SoitoeeC* et M,N et P les points d'affixes: o, za'z et -E.

1) Montrer que si e IR* alors les points M, N et P sont alignés.
Dans la suite de I'exercice, on suppose que o € R

2) Montrer que si MNAP est un parallélogramme alors o est une
solution de I'équation (E)

3) Dans cette guestion, on prend o = 1 + iV3
a) Donner [|'écriture exponentielle de chacun des nombres
complexes: a %a’ et -2.
Placer dans le repére (O ,#,% ) les points A, M ,N et P
b) Donner I'écriture algébrique des complexes Saz et % .

Montrer que MNAP est un parallélogramme.

4) a)Montrer que si o est une solution de (E) alors @ est une
solution de (E) ,

b) En déduire les affixes des pointsM pour lesquels MNAP est
un parallélogramme. :

Exercice 12 - QCM : Contréle 2009 — (1,5 points)

1) Soit z un nombre complexe de module 2 alors Z son conjugué
estégala: a) g

c) 2
z &""1‘, g

2) Dans le plan munid'un rebéré orthonormé direct (0,4,9),
on considére les points A et B d'affixes 1 et i.

L'ensemble des points M(z) tel que ;’:"‘; est réel est :
2) (AB)\{A}.
b) [AB] \{A}
c) Zae\A}

Exercice 12 - QCM : Principal 2009 — (1,5 points)

1) Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (0 , i, 1),
on considére le point A d'affixe 1+ g5

Exercice 13 : Contréle 2008 — (4 points)

(Complexe + Similitude + Suite)
Dans I'ensemble € des nombres complexes, on considére I'équation
(E): 23+ (5+i)z2+(10+2i)z+8=0
1) a) Montrer que 'équation (E) admet une solution réelle .
b) Résoudre |'équation (E).
2) Le plan % muni d’un repére orthonormé direct (0, , #),

On considére I'application f qui a tout point M (z) associe le
point M'(2') telque z’' = (1 +i)z.

a) Déterminer la nature et les éléments def.
b) Soit M € &°\ {0} et soit M’ son image par f.

Montrer que le triangle OMM’ est rectangle isocéle
En déduire un procédé de construction de M’.

3) On considére les points A,, définis par :
Ay le point d'affixe (—1+ i) et VneN, 4,4, = f(4,).

a) Placer les points Ay, A, , A, , A3 et A,.

b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles les points :
0, 4, et A, soient alignés .
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Correction

BAC Math
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